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Mehanicke oscilacije

k F(@

@ Telo mase m oprugom vezano za nepokretni zid.
@ Telo mozemo posmatrati kao materijalnu tacku mase m.

@ Opruga moze da se pomera i na levo i na desno (sabija i
razvlaci).

@ Na telo deluje neka spoljna sila F(t).

@ Telo se krece levo i desno po nekoj podlozi sa otporom te
podloge.

@ Gravitacija ne igra ulogu.
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Naci matematicki model kretanja tela.

Telo
x(t) - polozaj tela na podlozi u trenutku .

(a) Ravnotezan polozaj

@ pr; (mirovanje) = koordinatni
— pocetak x = 0.
m (b) Ako telo pomerimo na

desno (x > 0) - deluje sila us-
merena na levo.
. (c) Ako telo pomerimo na levo
m (x < 0) - deluje sila usmerena
‘ | na desno.
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Oscillation

“™I" Ravnotezni

: polozaj

Amplituda

Oscilacije - kretanje tela oko polozaja
ravnoteze.

Period - Vremenski interval potreban
telu da zavrsi pun ciklus kretanja.
Frekvencija - Broj ciklusa po jedinici
vremena.

Amplituda - Maksimalno pomeranje
tela iz ravnoteznog polozaja.

NepriguSene oscilacije - zanemaru-
jemo trenje.
PriguSene oscilacije - ne zanemaru-
jemo trenje.
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Opruga
@ Sila kojom opruga deluje na telo je proporcionalna otklonu tela
od ravnoteznog polozaja.

@ k - koeficijent elasti¢nosti (proporcionalnosti) opruge.
@ Pretpostavljamo da su pomeraju tela relativno mali u odnosu na
oprugu.
Podloga
@ Sila trenja podloge je proporcionalna brzini kretanja tela.
@ c - koeficijent trenja.
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Sila koja deluje na telo
@ Drugi Njutnov zakon: F = m-a= F = mx’(t)
@ —kx(t) — cx'(t) + F(t) (zbir sila koje deluju na telo)

mx"(t) = —kx(t) — cx'(t) + F(¢)

| mx (1) + oxX'(1) + kx(t) = F(1)

(linearna DJ 2 reda sa konstantnim koeficijentima)

Napomena: Isti model se dobija i ukoliko telo okaceno oprugom za
tavanicu pa se pomera gore-dole (otpor je otpor vazduha/fluida).



Elektricno kolo

c @ izvor struje sa naponom E(t)
<] @ otpornik sa otporom R

@ kondenzator kapacitivnosti C
@ kalem induktivnosti L

e
)

E(t)

Naci matematicki model za koli¢inu naelektrisanja u kolu (jacinu
struje u kolu).



Otpornik

@ Omov zakon: Struja koja prolazi kroz provodnik izmedu dve
tacke direktno je proporcionalna naponu na istim tackama tog
provodnika, a obrnuto proprcionalna njegovom elektri¢nom
otporu.

@ /= 7 (i-jacina struje, vg - napon, R - otpor)

Kondenzator

@ Dve paralelne ploce bez kontakta. Naelektrisanje se nagomilava
na tim plo¢ama. Pozitivno naelektrisanje na jednoj plo&i indukuje
negativno naelektrisanje (proporcionalno toj jaCini) na drugoj
plogi.

@ Napon na kondenzatoru je proporcionalan koli¢ini naelektrisanja
(q), a obrnuto proporcionalan kapacitivnosti C, v = &.

Kalem (zavojnica)

@ Proticanje struje kroz kalem stvara magnetno polje oko kalema.
Elektricno polje indukuje magnetno i obrnuto: promena
magnetnog polja indukuje struju u kalemu.

@ Induktivnost (L) je jednaka kolicniku napona (v;) i promeni struje
uvremenu (%) = vg=L- 2
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Ukupan napon
@ Kirhofov zakon: zbir napona na svim elementima kola jednak je
zbiru svih elektromotornih sila u tom kolu.
VR + Vo + vg = E(1)
R+3%+L-%=E1) /
(i - struja, g-naelektrisanje, struja je promena naelektrisanja po

vremenu = | = %)

dpy g fi_
R+ +L- a2 T dt

2 _d 1. dE
Ldt2+Rd ¢ = a

Napomena: Analogno model po elektrisanju

d?q dg 1
m2+Rdt Eq*Em
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Mehanicki model vs Elektricno kolo

| mx (1) + ox'(1) + kx(t) = F(1)

d?i d 1. dE
d?q dg 1
L-W—FRE Eq E(t)

Mehanicki model

masa m

koeficijent trenja ¢
koeficijent elasti¢nosti k
spoljna sila F

polozaj tela x

ITTT11

brzina dz/dt

Model elektri¢nog kola
induktivnost L

otpor R

inverz kapaciteta 1/C

elektromotorna sila E

naelektrisanje g

jaCina struje i = dq/dt .
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NepriguSene oscilacije (nema otpora/trenja, ¢ = 0)
| mx (1) + kx(t) = F(1)]

Opste reSenje: x(t) = xn(t) + Xp(1)
Homogena: mx" (t) + kx(t) =0
Opste reSenje homogene jednacine (izvedeno na ¢asu):

Xp(t) = Cq cos(Wpt) + Cosin(wyt)
= Ccos(wot —7)

Wy = 1/% - ugaona/prirodna frekvenca

C = ,/C2 + C2 - amplituda

tany = &, 7 - fazni pomak

(C i~ se odreduju iz pocetnih uslova)
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Nehomogena: m- x"(t) + k - x(t) = F(t), F(t) = Focos(wt)
Fo - amplituda

Opéste resenje (izvedeno na ¢asu):

F
w # Wo : X(t) = CCOS(WOt — A‘/) —+ W(lvvz) COS(Wt)
_ B . Fo .
w=wp: X(t) = Ccos(wpt — ) + 2mWOtS|n(Wot)
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Slucaj w # wy

W # Wy : X(t) = Ccos(wot —7) + cos(wt)

Fo
m(w2—w?)
@ Zbir 2 periodi¢ne funkcije = ograni¢ena funkcija (ne mora biti

periodi¢na)
@ Wy =3:

Sto je w blize wy to je maksimum vedéi i obvojnice imaju sve duzu

eriodu.
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Slucaj w = wy

Fo
2mwyp

w=w: Xx(t) = Ccos(wot —v) +

tsin(wpt)

@ Prvi sabirak jeste periodi¢na i ograni¢ena funkcija, ali drugi nije!
@ Kad t — oo = x(t) = o0

@ x(t) oscilira ali tezi u beskona€nost
10

w=1 (resonsnce)

Zakljuak: Kada se u mehani¢kom sklopu spoljna sila uskladi sa
prirodnom frekvencom sistema, tada ¢e amplitude sa kojim oscilira
telo biti sve veée i vece.

Slu¢aj w = wy - rezonanca (ljuljaska, yo-yo,...)
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https://nova.rs/svet/vetar-metro-troplo-vreme-uzroci-luljanja-
nebodera-u-kini/
https://www.youtube.com/watch?v=XggxeuFDaDU
https://www.youtube.com/watch?v=y2FaOJxWqLE
https://www.youtube.com/watch?v=5v5eBf2KwF8
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Prigusene oscilacije (imamo otpor/trenje ¢ > 0)

| mx (1) + ox'(1) + kx(t) = F (1))

Smena: wy = \/% (ugaona frekvenca), p = 5 (koeficijent

prigusenja):

1
X"+ 2px" + wix = —F(1)

Homogena: x" + 2px’ + wgx =0

Opste reSenje homogene (izvedeno na ¢asu):

Cremt 4 Che™t, 2 > dkm, p > omega_0
rr(t) Cre™?" 4 Cote™, ¢ =4km, p=omega_0
e"PH(C) coswit + Cosinwit), ¢ < dkm, p < omega_0



OMM - Oscilacije

L T B . T [T A [P e Y i [ P

rl\llll|1L|

Lo A il

'S

@ p>w
@ p = wy - kritiCni faktor prigusSenja
@ p< W



t) = Fo cos(wt)

Nehomogena: X" + 2px’ + wix = 1. F(t), F(t)

Xp = Acos(wt) + Bsin(wt)
A= {“'ﬂ R )10 - _ 2wply -
m(2wp)? + m(w? — w?)? m(2wp)? + m(wi — w?)2
Fo ¥ tany = E -Qm_u
TTAT wl-w?

C=+vVA2+B2= - e 75
ma/ (2wp)? + (w§ — w?)

Fy
x,(t) = — cos(wt —
(%) my/(2wp)? + (wf — w?)? ( )

Nema problema kada je w = w.
Opste resenje: x(t) = xa(t) + xp(t)
n(t) — 0, xp(t) ograni¢ena oscilujuca funkcija, maksimum dostize za

w = — p? (izvedeno na ¢asu)
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XX,

wfe,
@ Xx-0sa: odnos w i wy
@ y-osa: odnos maksimuma pobudne sile i reSenja xp
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